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ARTICLE INFO ABSTRACT

Dans ce travail, nous déterminons l'ensemble des points algébriques de degrés au plus 5 sur  sur
la courbe C d'équation affiney® = 3x(x* + 3). L'énoncé obtenu étend un résultat de N. Bruin qui
a décrit dans [1] l'ensemble des points  -rationnels sur cettecourbe.
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INTRODUCTION

Soit € une courbe algébrique lisse de genre g définie sur un corps de nombres K.

L'ensemble des points algébriques sur C définis sur Kest noté C(K)et U[K QJ=d C(K) l'ensemble des points algébriques sur Ca coordonnées
dans Kde degrés au plus dsur Q.

Nous nous proposons d'étudier en détail les points algébriques de degrés au plus 5 sur Q sur la courbe C d'équation affine:
y*> = 3x(x* + 3)
La courbe C est hyperelliptique de genre g= 2 et de rang nul d'aprés [1].

Notons P = (0, 0) et oo le point a I'infini. Dans [1]N. Bruin a donné une description des points rationnels.Cette description s'énonce comme
suit :

Proposition: Les points Q — rationnels sur la courbe Csont donnés par
C(Q ={P,x}
Nous étendons ce résultat en donnant une description des points algébriques de degrés au plus 5 sur Q. Nos outils essentiels sont:

» Le groupe de Mordell-Weil J(Q)des points rationnels sur C sur Q de la jacobienne de C, (voir [1]),
> Le théoréme d'Abel Jacobi,(voir [2],)
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» Des systémes linéaires sur la courbe C.
Notre résultat principal s'énonce comme suit:
Théoréme:

1) L'ensemble des points quadratiques sur Cest donné par S

§ ={(a 2/3u@ +3)),a e @’}
2) L'ensemble des points cubiques sur Cest vide.
3) L'ensemble des points quartiques sur C est donné par Cy U C,avec

Co = {(x £/3xG* +9)) | x € @ [Q00: @ = 21}

e = {(x,x(a +px)) | a, B € Q et x racine de}
e F(x) = 3(x* + 3) — x(a + fx)?

4) L'ensemble des points quintiques sur € est donné par Dy U D, avec

D = {(x, a+ fx+yx?) | a B,y € Q" et xracine de}
0= G(x) = (a + Bx +yx?)? — 3x(x* +3)

D, = {(x, ax + Bx2+yx3) | a,B,y € Q" et x racine de}
te H(x) = x(a + px +yx?)? —3(x* + 3)

RESULTATS AUXILIAIRES

Pour un diviseur D sur C nous notons £(D) le Q-espace vectoriel des fonctions rationnelles Fsur C telles que F =0 ou div(F) = —D ;
1(D)désigne la Q-dimensionde £(D). On montre dans [1] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne/ (Q)de Cest isomorphe a Z/27Z.
Soientx et y les fonctions rationnelles définies surC par :

X Y
x(X,Y,Z) = 7 ety(X,Y,Z) = 7
L'équation projective de la courbe C est:
C:YZ3 =3X(X*+3Z%

On désigne par/ la jacobienne de Cet parj(P) la classe notée[P — o] de P — oo, c'est a dire que jest le plongement jacobienC — J(Q).
Soit @ = e'zdans C. Posons By, = (%92’”1,0) pour k = {0,1,2,3}.

Désignons parC'.C le cycle d'intersection d'une courbe algébriqueC’ définie sur Qet C.
Lemme 1 :

e div(x) =2P — 2w
e div(y)=P+By+ B, + By + B; — 5

Preuve

11 s’agit d’un calcul sans difficulté du typediv(x —a) = (X —aZ =0).C — (Z = 0).C
. . (X
Par exemple, on a div(x) = div (E) =X=0).C—-(Z=0).cC.

Ona(X =0).C =2P —3wet (Z=0).C =50,doudiv(x) = 2P — 20o.
Conséquence du lemme 1 : 2j(P) = 0.
Lemme 2:

e L(o)=(1)

o L(20) =(1, x)=L(3x)

e L(4) =(1, x, x?)

e L(50)=(1, x, x> y)

o L(6w) =(1, x, x2, y, x%)

Preuve.Résulte du lemme 1
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Lemme 3: J(Q) = Z/2Z = (0,[(0,0) — «]) = {a[P — =], a € {0,1}}
Preuve. ( voir [1])

Démonstration du théoréme
1. Points quadratiques sur C

L'ensemble des points quadratiques sur Cest donné par Savec

s ={(a,£/3a@* +3)),a e @’}

Preuve

SoitR € C(Q) avec[Q(R): Q = 2]. Notons R; et R, les conjugués de Galois de R. Travaillons avect = [R; + R, — 2] € J(Q) = Z/2Z , d'ou
t=[Ry+ R, — 2] = aj(P) =—aj(P);0<a <1 (%).

On remarque queR & {oo, P}. Selon la valeur de a, on a les cas suivants :

Casa=0

La relation (*) devient [R; + R, — 20].Le théoréme d'Abel Jacobi entraine I'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que

div(F) =Ry + R, — 20

Donc F € L(2), d'ouF (x) = a; + a,x avec a, # 0.Aux pointsR;, on a a; + a,x = 0 donc x = — % = a . En remplagantx par « dans la
2
relationy? = 3x(x* + 3), on a:y’ = 3o(a* + 3)

et par suite on a:

y = +y/3a(a* +3)

On a ainsi une famille de points quadratiques
§ ={(@ /3@ +3)),a € @’}
Casa=1

La relation () devient [R; + R, + P — 3] = j(P) = —j(P).Le théoréme d'Abel Jacobi entraine I'existence d'une fonction rationnelle F sur Q
telle que div(F) = Ry + R, + P — 300,

Donc F € L(3x)et comme L(30) = L(20) un des R;devrait étre égal a oo; ce qui est absurde.
Conclusion: L'ensemble des points quadratiques surC est donné par

§ ={(@ /3@ +3)),a € @’}

2. Points cubiques sur C

L'ensemble des points cubiques sur Cest vide.

Preuve

Soit R € C(Q) avec[Q(R): Q = 3]. Notons Ry, Ry, R5 les conjugués de Galois de R. Travaillons avec t = [R; + R, + R; — 3] € J(Q) =
/2L, d'ou

t=[R+ Ry + Ry —3w] = aj(P) = —aj(P); 0 < a <1 (++).
On remarque que R & {oo, P}. Selon la valeur de a, on a les cas suivants :

Casa=0

La relation (**) devient Ry + R, + Rz — 300 = 0.Le théoréme d'Abel Jacobi entraine 1'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que

Donc F € L(3o)et comme L(3%) = L(200),un des R;devrait étre égal a oo ; ce qui est absurde

Casa=1
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La relation () devient [R; + R, + Rz — 3] = j(P) = —j(P).Le théoréme d'Abel Jacobi entraine I'existence d'une fonction rationnelle F
sur Q telle que
Donc F € L(4x)d'ot F(x) = a; + ax + azx? avec as # 0.

Au pointP, ona F(P) = 0 donc a; = 0 d’ou F(x) = x(a, + azx). Aux points R;, on doit avoir x(a, + asx) = 0, donc x € Q et par
conséquent les R; devraient étre de degré < 2.

Conclusion: L'ensemble des points cubiques sur C est vide.
3. Points quartiques sur C

L'ensemble des points quartiques sur C est donné par Cy U C;avec

Co = {(x £33 x € @ [Q00: @ = 21}

e = {(x,x(a +px)) | a, B € Q et x racine de}
e F(x) = 3(x* + 3) — x(a + fx)?

Preuve

Soit R € C(Q) avec[Q(R): Q] = 4. Notons Ry, Ry, R3, R, les conjugués de Galois de R. Travaillons avec t = [R; + R, + R3 + R, — 4] €
J(Q) = Z/2Z, d'ou

t=[R;+ R+ R3+ Ry, — 4] =aj(P) = —aj(P); 0 < a <2 (x*x).
On remarque que R & {oo, P}. Selon la valeur de a, on a les cas suivants :
Casa=0

Larelation (x*x) devient Ry + R, + Rz + R, — 400 = 0.Le théoreme d'Abel Jacobi entraine I'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F) = Ry + R, + Rs + Ry — 4w

Donc F € L(4»). Donc F € L(4x)d'ou F(x) = a; + a,x + azx? avec az # 0.

Aux points R;, on a a; + ayx + azx? = 0. La relation y? = 3x(x* + 3)donne y = i\/m.
On obtient une famille de point quartiques

Co ={(x +/3x* +3)) | x € @, [Q): @ = 21}

Casa=1

La relation (**x) devient [R; + R, + R+ Ry — 4] = j(P) = —j(P).Le théoréme d'Abel Jacobi entraine l'existence d'une fonction
rationnelle F sur Q telle que

div(F) =Ry + R, + Ry + Ry + P — 5.

Donc F € L(50)d'ouF (x) = a; + a,x + azx? + a,y avec a, # 0.Au pointP, on a F(P) = 0 donc a; = 0 d’ou F(x) = x(a, + azx) + a,y.
Aux points R;, ona x(a, + azx) + azy = 0,d’ou

L2y —By2= —%x (x + %) On voit que y est de la forme y = ax(x + B) avec a et f € Q*; et par suite on a y? = 3x(x* +3) &
4 3

3x(x* +3) — (ax(x + ,8))2 =0

x (3(x4 +3) —x(alx + ,B))Z) =0

On doit avoir x # 0 et a, § € Q*, on obtient une famille de points quartiques

e = {(x,x(a +px)) | a, B € Q et x racine de}
e F(x) = 3(x* + 3) — x(a + fx)?

Conclusion: L'ensemble des points quartiques sur C est donné par Cy U C;.

Points quintiquessur C
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L'ensemble des points quintiques sur C est donné par Dy U D; avec

D = {(x, a+fx+yx?) | apB,y € Q* et xracine de}
o= G(x) = (a + Bx +yx?)? —3x(x* + 3)

D = {(x, ax + Bx2+yx3) | a,B,y € Q" et x racine de}
te H(x) = x(a + px + yx?)? = 3(x* + 3)

Preuve

Soit R € C(Q) avec[Q(R): Q] = 5. Notons Ry, Ry, R3, R4, Rs les conjugués de Galois de R. Travaillons avec t = [R; + R, + R3 + Ry + R —
5] € J(Q) = Z/2Z, d'ou

t=[R;+ R;+R3+ Ry +Rs — 5] =aj(P) = —aj(P);0<a<1 (kxxx),
On remarque que R & {oo, P}. Selon la valeur de a, on a les cas suivants :
Casa=0

La relation (x#*x) devient [R; + R, + R3 + R, + R — 500] = 0.Le théoréme d'Abel Jacobi entraine l'existence d'une fonction rationnelle F
sur Q telle que

div(F)=R;+ R, + R; + R4+ Rg — 5.

Donc F € L(5x)d'ou

F(x) = a; + azx + azx? + a,y avec a, # 0.Aux points R;, ona a; + ax + azx? + a,y =0, d’on
On voit que y est de la forme y = a + fx + yx?avec a, 5,y € Q" ; et par suite on a

y2 =3x(x*+3) © (a + fx + yx)? = 3x(x* + 3).

(a+Bx+yx)?—3x(x*+3)=0

On obtient une famille de points quintiques

_ {(x, a+ Bx+vyx?) | a B,y € Q et x racine de}
o= G(x) = (a + Bx + yx?)? — 3x(x* + 3)

Casa=1

La relation (*x#x%) devient [Ry + R, + R3 + R4 + Rg — 5] = j(P) = —j(P).Le théoréme d'Abel Jacobi entraine 'existence d'une fonction
rationnelle F sur Q telle que

div(F)=R;+ R, +R3+Ry+ R;+ P — 60

Donc F € L(6x)d'ou

F(x) = a; + azx + azx? + a,y + asx® avec ag # 0.

Aupoint P,ona F(P) = 0donca; =0, d’ou F(x) = ax + azx? + asy + asx3.Ensuite aux points R;, on a a,x + azx? + a,y + asx® = 0.
Donc on voit que y est de la forme y = ax + Sx2+ yx3 avec a, 8,y € Q* ; et par suite on a y? = 3x(x* + 3) & (ax + fx2+yx3)? =
3x(x*+3) e

x(a+ Bx+yx?)?2—3(x*+3)=0

On doit avoir x # 0 et a, 8,y € Q*, on obtient une famille de points quintiques

D, = {(x, ax + Bx’+yx3) | a,B,y € Q* et x racine de}
te H(x) = x(a + Bx + yx?)? — 3(x* + 3)
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